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Let S,‘S,‘.S,’ be 3 distinct cocircuits of a matroid M on a set E. We say that 
S,’ does not separate SI’ and S,’ when &‘\& and S,‘\S,’ are included in one 
single and the same component of the submatroid M x (E\S,‘). Our main 
result is: A matroid is graphic if and only if from any 3 cocircuits having a 
non-empty intersection there is at least one which separates the two others. 
Une relation de connexitt (matroidale) est introduite entre cocircuits 
d’un matroide qui, portant sur 3 cocircuits d’intersection non vide, permet, 
en utilisant pour la condition suffisante le thkorbme de Tutte [3], de carac- 
tkriser t&s simplement les matroides graphiques (et amkliore notre rksultat 
annonck en [2]). Par le thkortime de Whitney sur les graphes planaires, 
cette condition appliquke au matroide des cocycles d’un graphe fournit 
une caractkrisation nouvelle des graphes planaires par une relation de 
connexitk (graphique) entre 3 cycles ayant une a&e commune. Assez 
curieusement cette m@me relation portant cette fois sur 4 cocircuits et 
4 circuits donne une condition suffisante pour qu’un matroide soit uni- 
modulaire . 
Nokztions. Soit sur un ensemble fini E un matroide M dtfini par 
I’ensemble 52 de ses circuits. Un fermP est une partie F C E telle que 
j C\F ( # 1 pour tout C E %‘, un coferme’ (Jut dans [3]) est une union de 
circuits. Un hyperplan est un fermC propre maximal. Les complCmentaires 
dans E des hyperplans sont les rocircuits de M qui sont aussi les circuits 
de l’orthogonal M’ de M. Sur A C E, le sowmatroide M x A a pour 
circuits ceux de M inclus dans A, le contractk M ’ A a pour circuits les 
intersections avec A non vides et minimales des circuits de M. Un mineur 
est un sous-matroide d’un contract6 (ou I’inverse). L’ensemble E admet 
une partition canonique en composantes Ei telle que M est somme directe 
des sous-matroides M x Ei . M est non-&parable s’il n’a qu’une seule 
composante, E. 
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Si M et M’ sont orthogonaux: 
M et M’ ont memes composantes et sont done ensemble separables ou 
non-&parables. 
M x A et M’ . A sont orthogonaux (A C E). Les cocircuits de M , A 
sont done les intersections avec A non vides et minimales des 
cocircuits de M. 
Si F est un ferme de M, alors F’ = E\F est un coferme de M’ et reci- 
proquement. En outre F n A est un fermi de M x A et F’ n A un 
coferme de M’ . A. En particulier si C’ est un cocircuit de M, alors 
C’ n A est union de cocircuits du sous-matroide M x A. 
Soit un graphe G = (A’, E) et soient Y C X et F C E. Nous noterons: 
GY le sous-graphe de G engendrt par l’ensemble Y de sommets. 
G\F le graphe partiel obtenu en enlevant les a&es de F. 
GF le graphe obtenu en contractant les a&es de F (contracter une a&e 
signifie la supprimer et identifier ses extremitts). 
Soit H un sous-graphe partiel de G; nous noterons X(H) et E(H) ses 
ensembles de sommets et d’aretes. K &ant un autre sous-graphe partiel, 
nous posons 
H\K = Hx(H)\x(K) 3 
en particulier 
G\K = Gx,xw) . 
Enfin P(G) dtsigne le matroide sur E ayant pour circuits les cycles 
Cltmentaires de G (polq~ggon-matroid) et B(G) de mCme avec les cocycles 
(bond-matroid). P(G) et B(G) sont orthogonaux et leurs composantes 
correspondent aux blocs du graphe G. G est inarticule’ lorsque P(G) 
(et B(G)) est non-separable. 
1. S~~PARATION 
Soit un matroide M sur E et soient T et A C E. Disons que T s&pare A 
dam M lorsque A rencontre 2 composantes au moins du sous-matroide 
M x (E\T). 
PROP. 1 .I. Si T ne skpare pas A duns M, pour tout B C A, T ne s&pare 
pas B dans M. 
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PROP. 1.2. Soient T C B C E et A C B. Si T skpare A and M alors T 
s&pare A dans M x B et M . B. 
D&z. Soit E1 une composante de M x (E\T) rencontrant A; d’aprb 
la proposition 3.43 de [3], E1 n (B\T) est union de composantes de 
(A4 x (E\T)) x (B\T) Cgal a M x (B\T) et si A n’est pas &pare par T 
dans M x B on a E1 n (B\T) r) A\T d’oti E1 1 A \T et done T ne &pare 
pas A dans M. De meme (3.43 de [3]) E1 n (B\T) est union de compo- 
santes de (M x (E\T)) . B Cgal a (M . B) x (B\T) d’apres 3.333 de [3]; 
si A n’est pas sCparC par T dans M . B on a E1 n (B\T) 3 A\T d’oti 
encore E1 3 A\T. 
Disons qu’un cocircuit C’ skpare le matroide M lorsque C’ separe E 
dans M, et qu’un cocircuit C,’ s&pare Ies cocircuits C,’ et C,’ lorsque C,’ 
&pare C2’ v C,’ dans M. 
Les lemmes suivants interpretent en termes de connexite graphique 
les definitions precedentes dans le cas, important pour la suite, du matroide 
cographique 8(G). 
LEMME 1.3. Soient G = (X, E) WI graphe simple1 et inarticule’, S un 
cycle &nentaire saris cordes. Le cocircuit E(S) de B(G) ne skpare pas 
B(G) si et seulement si le graphe G\S est connexe. 
D&m. E(S) ne stpare pas B(G) si et settlement si B(G) x (E\E(S)) = 
B(GE(S)) est non-separable. I1 suffit done de montrer: 
GEtS) inarticule o G\S connexe. 
GEtS) est obtenu en contractant le cycle S en un sommet que nous designons 
par x. Si GEcs) est inarticule, deux sommets quelconques de G\S sont 
relies dans GEtS) par une chaine ne contenant pas x d’oti dam G par une 
chaine ne contenant aucun sommet de S: G\S est done connexe. 
Inversement supposons G\S connexe; comme G\S = Gx,x(s) = 
(GE(S)),,{,, , le sommet x n’est pas d’articulation dans GEtS). Soit par 
ailleurs un sommet y # x de GEtS’; on a (GE’S))X,(y) = (GX,ty))E(S) et 
. r comme G est marticule Gx,fyj est connexe, done aussi (GX,(yl)E(S): il en 
rtsulte que y n’est pas sommet d’articulation de GEcS). Comme enfin 
GEcS) n’a pas de boucles (car d’une part G est simple et d’autre part S 
n’a pas de cordes et done la contraction de S ne tree pas de boucles), 
ce graphe est inarticule. 
1 Sans boucles ni a&es multiples. 
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LEMME 1.4. Soient G un graphe simple et 3 cycles t%mentaires S, , 
S, et S, ayant une a&e commune. Alors les deux conditions suivantes 
sont kquivalentes: 
(i) Le cocircuit E(S,) de B(G) ne skpare pas les cocircuits E(S,) et E(S,) 
(ii) (a) aucune aMe de S, ou S, n’est une corde de S, ; (b) &\S, et 
S,\S, sont inclus dans une msme composante connexe de G\S, . 
D&m. (i) signifie que E(S,)\E(S,) et E(S,)\E(S,) sont inclus dans une 
mEme composante de B(G) x (E\E(S,)) = B(GE(Sl)) c&d. que les sous- 
graphes partiels S,\S, et S~\S, sont inclus dans un m&me bloc de GEtS1). 
(i) -j (ii)(a). Si par exemple S, contenait une corde e du cycle S, 
alors e serait une boucle du contract6 G E(sl) c.8.d. un bloc, et S1 sCparerait 
nCcessairement S, et S, (m&me si par exemple E(S,)\E(S,) se rCduisait 
Li l’ar&te e car alors du fait que S, , S, et S, ont une a&e commune 
E(S,)\E(S,) ne peut se rtduire aussi B e). 
(i) 3 (ii)(b). Soit H’ le bloc de G E(S1) contenant S,\+S, et S,\J, et soit H 
le graphe engendrC dans G par l’ensemble d’ar2tes E(H’) u E(S,). II est 
aisC de verifier que: H est inarticult, HEtsl) = H’ et que S1 et S, sont des 
sous-graphes partiels de H (notons que le sommet x1 contract6 de S, 
dans GEtSl) est un sommet de H’ du fait que S, , S, et S, ont une a&e 
commune). HEcsl) Ctant inarticult, H\S, est connexe (cf. demonstration 
du lemme 1.3). Par ailleurs H\S, contient S,\S, et S,\\S, . 
(ii) 3 (i). Soit H’ la composante connexe de G\S, qui contient S,\S, 
et S,\S, . Soit H le graphe engendrC dans G par E(H’) u E(S,) et les ar@tes 
de G reliant X(H) et X(S,). On a H’,,S, = H’ et S, et S, sont inclus 
dans H (notamment d’aprcs (ii)(a)). H’ etant connexe, HECSl) est inarticult 
(cf. d&m. de 1.3). Par ailleurs H E(S1) contient S,\S, et S,\S, qui sont done 
inclus dans un m&me bloc de GEtS1’. 
2. R~JLTAT PRINCIPAL 
TH~ORBME 2.1. Un matroide est graphique si et seulement si quels que 
soient 3 cocircuits distincts &intersection non vide l’un au moins s&pare les 
deux autres. 
D&m. D’apris la caractkrisation de Tutte par configurations exclues 
des matroides graphiques et celle des matroides binaires: un matroide 
est graphique si et seulement si aucun mineur n’est tgal B [I3r, IF, F’, B(&) 
ou EL(&), oti ED est le matroide de rang 2 composC de 4 points sur une 
droite, 5 le plan projectif B 7 points et 7 droites, F’ son orthogonal, K5 
et K3,3 les deux graphes de Kuratowski. 
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(1) Chacun des 5 matroides non graphiques minimaux posslderzt 3 
cocircuits Cl’, Cz’ et C,’ distincts d’intersection non uide et ne le siparant 
pas: c’est-k-dire si M est le matroide, pour i = 1, 2, 3 A4 x (E\C,‘) est 
non &parable. 
Pour ID. appelant x1 x2 xQ xp les 4 points, prendre: 
Cl’ = {Xl, x2, x31, C2’ = ix, , x3 , x4>, C,’ = (x1 ) x2 ) x,). 
Pour [F (cf. Fig. l), prendre: 
Cl’ = (x3 ) X6 ) x5 ) x,1-, C,’ = Ix, ) x3 ) x4 ) X6)., C,’ = {x2 ) x3 ) x* , X6]. 
Pour iF’, avec la mEme numkrotation des sommets que pour IF, prendre: 
Cl’ = cx, , x3 , x51, C2’ = 1x3 > x4 > x71, C,’ = {x2 ) x3 ) x5). 
FIGURE 1 
Pour B(&), resp. B(K,,,), dkfinissons Ci’ par E(S,) (i = 1,2, 3) oti 
S, , S, , S, doivent &tre, d’aprks le lemme 1.3, 3 cycles LlCmentaires sans 
cordes de K5, resp. K3,3, ayant une a&e commune et tels que KS\& , 
resp. K3,3\Si , soit connexe pour i = 1, 2, 3. 
Pour K5 (cf. Fig. 2) prendre (en dkfinissant ces cycles par leurs sommets): 
s, = {XI, x2 2 x31, s2 = {x1 3 x2 , x4>, s3 = $1 2 x2 , x5). 
Pour K3,3 (cf. Fig. 3) prendre: 
SI = {Xl > x2 3 x3 9 x41, s2 = {Xl , x2 , x5 , x4), s, = {XI , x2 , X6 , X6). 
x3(& X5 -$:: 
Xi ‘6 
FIGURE 2 FIGURE 3 
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REMARQUE. Dans F il existe un 4&me cocircuit S,’ 7 (x1 , x2 , x3 , s,;. 
ne skparant pas ce matroide et tel que S,’ n S,’ n S,’ n S, # 4. I1 sera 
tirC parti plus loin de ce fait dans une condition suffisante pour qu’un 
matroide soit unimodulaire. 
(2) Si zuz mirzeur Ai = (A4 x B) * A d’un nzatroide Msur E (A C B C E) 
possPde 3 cocircuits Cl’, Cp’ et C,’ d’intersection non uide et ne sbparant 
pas N, alors M possPde 3 cocircuits d’intersection non t:ide et tels qu’aucun 
ne &pare les deux autres dans M. 
Comme l’orthogonal N’ de N est &gal g (M x B)’ x A, les cocircuits 
de N’ sont ceux de M :< B qui sont inclus dans A. Chaque Ci’ est done un 
cocircuit de M :: B qui d’apris la prop. 1.2 ne &pare pas A dans M x B 
et done ne &pare pas les deux autres dans M x B. 
Ainsi le sow-matroide M x B possgde 3 cocircuits Cl’, C,’ et C,’ 
d’intersection non vide et tels qu’aucun ne &pare les deux autres. 11 reste 
B en dCduire la meme propritti pour M. I1 suffit de le montrer lorsque 
1 E\B 1 = 1. Posons done E = B + {x}. Comme (A4 >: B)’ = M’ . B, 
il existe 3 cocircuits Dl’, Da’ et D,’ de M tels que C,’ = Di’ n B == 
D,‘\(xj. Comme ceux de M >: B, ces 3 cocircuits sont distincts et d’inter- 
section non vide; montrons que chacun ne s&pare pas les deux autres 
dans M, par exemple que D,’ ne &pare pas D,’ et D,‘. 
Si D,’ = Cl’ -I- (xl, on a: 
et 
M x (E\D,‘) = (M x B) x (E\C,‘) 
Dz’ u D,‘\D,’ = Czr u C,‘\C,’ 
done D,’ u D,’ n’est pas &park par D,’ dans M. 
Si D,’ = C,‘, D,’ est un cocircuit de M x B (en m?me temps que de M); 
d’apks la prop. 1.2, C,’ u C,‘ n’ktant pas s&part par C,’ dans M x B ne 
I’est pas non plus dans M. Soit El la composante de M x (E\C,‘) conte- 
nant C,’ U C,‘. Montrons que D,’ u D,‘\D,’ C El ce qui entraine que 
D,’ ne stpare pas D,’ et D,’ dans M. Si cela n’est pas c’est que x $ El 
et par exemple x t D*’ (ou x E OS’). Dz’\D,’ est union de cocircuits de 
M x (E\,D,‘) chacun d’eux inclus dans El ou disjoint de El (car ITI est 
une composante de M x (E\D,‘)). Comme D,‘\E, = {x), il s’ensuit que 
{xl est un cocircuit de M x (E\D,‘) et done (x} = D’ n (E\D,‘) = D’\D,’ 
oh D’ est un cocircuit de M. Mais alors D’ n (E\{x)) = D’\(x) est d’une 
part union de cocircuits de M x (E\{x]) = M x B et d’autre part 
strictement inclus dans D,’ (car D’ C D,’ -f- {xl et D’ $ Dl’) ce qui n’est 
pas possible car D,’ est un cocircuit de M x B. 
De ces deux premiers points de la dtmonstration rtsulte la condition 
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sufisante du theoreme. Montrons maintenant la condition necessaire en 
la verifiant directement sur un matroide graphique. 
(3) Quels que soient 3 cocircuits Tl , T, et T3 d’intersection non vide 
du matroide P(G), oic G est un graphe (A’, E), I’m au moins s&pare les deux 
autres. 
Tl, T2, T3 sont 3 cocycles Clementaires de G contenant une arete e. 
Montrons que si Tl ne s&pare pas T, et T3 et T, ne &pare pas T3 et Tr 
dans $(G), alors T3 stpare Tl et T2 . Comme P(G) x (E\T,) = P(G\T,), 
T,\T, et T,\T, sont contenus dans un meme bloc du graphe G\T, : il nous 
suffira en fait de savoir qu‘ils sont contenus dans une m&me composante 
connexe de G\,T, . 
Pour A, B C X et disjoints, notons E(A, B) l’ensemble des a-&es ayant 
une extremite dans A et l’autre dans B. Le cocycle T, est de la forme 
T, = E(X, , X,) ou (A’, , X,) est une partition de X telle que GX1 et GX, 
soient connexes. On a G\T, = Gx, + Gx, . 
Supposons T,\T, C E(Gx,); on a alors Cgalement T,\T, C E(G,J. 
T,\T, est un ensemble d’aretes d’articulation de Gx, (c’est-a-dire 
GXL\(T2\Tl) n’est pas connexe): sinon en effet G\T, se composerait de 
GX1 et Gx2\(Tz\Tl) connexes et relies par au moins une a&e de T, (car 
(Tl @ T2) et G\T, serait connexe. 
Soient GzI, Gzz, Gzs ... les composantes connexes de Gx2\(T,\Tl) et 
supposons que Gzl soit celle de ces composantes reliee a Gx, par l’arete 
e: e E E(X, , Z,). Chaque Zi , i 3 2, est relic a XI par une a&e de T,\T, 
sinon G\(T,\T,) ne serait pas connexe et comme T2\T, C T2\{e), T, ne 
serait pas minimal (comme cocycle). On a alors T, r) E(X, , Z,) (sinon 
G\T, serait connexe) et 
T, = E(X, , Z,) + El-G , Z,) + EG , Z,) + ..* = E(& , X\ZJ 
Tl n T2 = E(X, , Z,) 
d’oh 
T,\T, = E(X,\Z, , x,1. (1) 
De m&me T3 = E(U, , X\U,) oti U, C Y, avec e E E( 0; , A’,) et 
T,\T, = E(J’,\U, , x,1. (2) 
Par ailleurs 2, C CJI : sinon comme Z, n U, # @ (Z, et U, contiennent 
une meme extremite de l’arete e), une partie de T3\T3 serait incluse dans 
Gzl et comme, d’apres (l), T,\T, C E(Gxlzl), Tl et T, seraient stpares 
par T, , contrairement a l’hypothese. De Z, C 0; on deduit T2\T3 C E(,G”,) 
(car T,\T, = E(Z, , X\Z,) - E(U, , X\U,)) et comme d’aprbs (2) 
T,\T, C E(G,, U,), T3 s&pare Tl et T2 . C.Q.F.D. 
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APPLICATION AUX GRAPHS PLANAIRES. Disons qu’un cycleClCmentaire 
S, d’un graphe G ne Spare pas les cycles S, et S, lorsque S,\S, et S,\S, 
sont inclus dans une m&me composante connexe de G\S, . Du thtoreme 
de Whitney, G est planaire si et seulement si B(G) est graphique, et du 
thtoreme 2. I rest&e fe: 
COROLLAIRE 2.2. Un graphe simple est planaire si et seulement si 
quels que soient 3 cycles e’ltfmentaires ayant une ar&e commune et tels 
qu’aucune a&e de l’un n’est une corde d’w autre, I’un au moins de ces 3 
cycles &pare les deux autres. 
3. EXTENSIONS 
Rappelons qu’un matroide est: 
(a) trivial lorsque son ensemble de stigmes est vide, 
(b) cographique lorsque son orthogonal est graphique, 
(c) planaire lorsqu’il est a la fois graphique et cographique, 
(d) unimodulaire lorsqu’il est representable sur tout corps, 
et que l’on a les implications suivantes: 
graphique 
trivial * planaire 
< > 
unimodulaire ti binaire. 
cographique 
Disons dans un matroide M sur E que: 
Un cocircuit Cl’ ne &pare pas les k - 1 cocircuits &I,..., Ck’ lorsque 
UL G’\G est contenu dans une composante du sous-matroide 
M x (E\C,‘). 
Un circuit C, ne sbparepas les k - 1 circuits C, ,..., Ck lorsque &, C,\C, 
est contenu dans une composante du contract6 M . (E\C,). 
La premiere definition gtneralise celle donnte au $1 pour 3 cocircuits. 
La deuxieme definition est duale de la premiere: elle signifie que dans 
I’orthogonal M’ de M le cocircuit C, ne &pare pas les cocircuits C, ,..., C, . 
Du thtoreme 2.1. resulte immtdiatement: 
THI~OR~ZME 3.1. Pour qu’un matroide soit graphique (resp. cographique, 
resp. planaire) il faut et sujit que quels que soient 3 cocircuits (resp. 3 
circuits, resp. 3 cocircuits ou 3 circuits) distincts et d’intersection non vide 
l’un au moins s&pare ies deux autres. 
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Comme au $1 disons qu’un cockclrit C’ (resp. un circuit C) d’un 
matroide A4 sur E ne sCpare pas M lorsque M x (E\C’) (resp. M . (E\C’)) 
est non-s&parable. On a alors le lemme suivant dont la dtmonstration dans 
le cas des cocircuits se fait exactement comme au point (2) de la dCmon- 
stration de 2.1 (qui correspond B k = 3), et dans le cas de circuits en 
passant & I’orthogonal: 
LEMME 3.2. Si un mineur N d’un matroide M possBde k 3 2 cocircuits 
(resp. circuits) distincts d’intersection non vide et ne st!parant pas N, alors M 
possPde k cocircuits (resp. circuits) distincts et d’intersection non vide tel. 
qu’aucun ne s&pare les k - 1 autres dans M. 
TH~ORBME 3.3. Pour qu’un matroide soit trivial ilfaut et sujfit que quels 
que soient 2 cocircuits distincts et d’intersection non vide l’un s&pare l’autre. 
D&m. La condition suffisante rksulte du fait qu’un matroide non trivial 
contient comme mineur le matroide constituk de 3 points sur une droite, 
et du lemme 3.2 appliquk avec k = 2. La condition nkessaire est 
immkdiate car dans un matroide trivial 2 cocircuits sont toujours disjoints. 
TH~~OR~ME 3.4. Pour qu’un matroide birlaire soit unimodulaire il sufJ;t 
que quels que soient 4 cocircuits ou 4 circuits distincts d’intersection non 
vide l’un au mains &pare Ies trois autres. 
D&m. Si un matroide binaire n’est pas unimodulaire il contient comme 
mineur F ou F’ (Tutte [3]). Or IF possgde 4 cocircuits d’intersection non 
vide tels qu’aucun ne le &pare (cf. remarque au point 1) de la dtmon- 
stration de 2.1); dualement F’ posdde 4 circuits avec les m@mes propriCtCs. 
I1 ne reste plus qu’8 appliquer le lemme 3.2 avec k = 4. 
PROBL~ME. Cette condition est-elle nkessaire ? 
Disons qu’un circuit Cl ne distingue pas les 2 circuits C, et C, lorsque 
l’on a C,\C, = C,!C, . 
TH~OR~ME 3.5. Pour qu’un matroide soit binaire il faut et sufit que 
quels que soient 3 circuits distincts et d’intersection non vide l’un au moins 
distingue les deux autres. 
DPm. Soient 3 circuits C, , C, et C, d’intersection non vide tels que 
C,\C, = C,\C, . La diffkrence symttrique C, A C, est strictement incluse 
dans C, et si M est binaire C, A C, est union disjointe de circuits, contra- 
diction qui dkmontre la condition rkcessaire (on a m&me d’ailleurs que 
chacun des 3 circuits distingue les deux autres). 
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Si le matroide n’est pas binaire, son orthogonal ne l’est pas non plus 
et possede done 4 hyperplans distincts H,‘, H,‘, H3’ et H,’ contenant une 
hyperdroite D’. Leurs complementaires sont des circuits Ci et l’on a: 
C, n C, n C, = H,‘\D’ # o et C,\C, = H,‘\D’ = C,\C, , par conse- 
quent chacun des 3 circuits C, , C, et C, ne distingue pas les deux autres, 
d’oh la condition suffisante. 
Remarquons que C,\C, et C,\C, sont contenus dans une meme com- 
posante de M . (E\C,) (en effet C,\C, = C,\C, = H,‘\D’ est une com- 
posante de M’ x HI’). On peut done renforcer ainsi la definition don&e 
plus haut: C, ne distingue pas C, et C, lorsque C, ne s&pare pas C, et C, 
et en outre C,\C, = C,\C, . Ainsi cette condition qui caracterise les 
matroides binaires est un renforcement de la condition de separation qui 
a servi a la caracterisation des matroides graphiques. 
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